
Semestre 3 - Mathématiques - DS 1

Mathématiques - Devoir Surveillé 1

Vendredi 29 septembre 2017 - Durée : 1h30

Corretion

Tous douments et appareils életroniques sont interdits.

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention partiulière sera portée à la rédation

et à la présentation.

Questions de ours :

1. Énoner l'identité de Parseval.

2. Montrer que, si g(t) = f(t− τ) alors cn(g) = e−inωτcn(f).

Exerie 1 Caluler les intégrales suivantes :

1. Sans faire de hangement de variable :

I =

∫ π

0

sin(x)

1 + cos2(x)
dx

=

∫ π

0

− − sin(x)

1 + cos2(x)
dx

= [− arctan(cos(x))]π0
= − arctan(cos(π)) + arctan(cos(0))

=
π

4
+

π

4

=
π

2

2. On fait une intégration par parties :

J =

∫

1

0

(1− t) sin(nπt)dt

=

[

(1− t)× −1

nπ
cos(nπt)

]1

0

−
∫

1

0

1

nπ
cos(nπt)dt

=
1

nπ
−

[

1

(nπ)2
sin(nπt)

]1

0

=
1

nπ
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3. On linéarise la fontion :

K =

∫ π

0

cos (t) sin(3t)dt

=
1

2

∫ π

0

sin(4t) + sin(2t)dt

=
1

2

[

−1

4
cos(4t)− 1

2
cos(2t)

]π

0

=
1

2

(

−1

4
cos(4π)− 1

2
cos(2π) +

1

4
cos(0) +

1

2
cos(0)

)

= 0

4. On ommene par faire une déomposition en éléments simples de la fontion

f(x) =
2x3 + 5x2

2x2 + 3x− 2

Après une division eulidienne on obtient :

f(x) = x+ 1 +
−x+ 2

2x2 + 3x− 2

Or 2x2 + 3x− 2 = (x+ 2)(2x− 1). Don

f(x) = x+ 1 +
a

x+ 2
+

b

2x− 1

En�n, on alule les valeurs de a et b et on obtient

f(x) = x+ 1− 4

5

1

x+ 2
+

3

5

1

2x− 1

On peut maintenant aluler aisément l'intégrale L :

L =

∫

1

0

f(x)dx

=

[

1

2
x2 + x− 4

5
ln |x+ 2|+ 3

10
ln |2x− 1|

]1

0

=
1

2
+ 1− 4

5
ln 3 +

3

5
ln 1 +

4

5
ln 2− 3

10
ln 1

=
3

2
− 4

5
ln 3 +

4

5
ln 2

Exerie 2

1. Soit le signal f , 2π-périodique, dé�ni sur [0; 2π[ par

f(t) =

{

t si t ∈ [0; π]
0 si t ∈]π; 2π[

(a) Représenter f sur [−2π; 2π].
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1

2

3

−1

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

(b) Déterminer les oe�ients de Fourier trigonométriques de f .

La fontion n'est ni paire ni impaire. Il faut aluler a0, an et bn.

Pour a0 on alule l'aire d'un triangle :

a0 =
1

2π

π × π

2
=

π

4

Pour an et bn il faut faire une intégration par parties. On peut restreindre le alul à

l'intervalle [0; π] :

an =
2

2π

∫ π

0

t cos(nt)dt

=
1

π

([

t

n
sin(nt)

]π

0

− 1

n

∫ π

0

sin(nt)dt

)

=
1

π

(

−1

n

[

−1

n
cos(nt)

]π

0

)

=
1

n2π
(cos(nπ)− cos(0))

=
1

n2π
((−1)n − 1)

et

bn =
2

2π

∫ π

0

t sin(nt)dt

=
1

π

([−t

n
cos(nt)

]π

0

+
1

n

∫ π

0

cos(nt)dt

)

=
1

π

(−π

n
cos(nπ) +

1

n

[

1

n
sin(nt)

]π

0

)

=
−1

n
(−1)n

() Érire la série de Fourier de f

Sf(t) =
π

4
+

+∞
∑

n=1

1

n2π
((−1)n − 1) cos(nt)− (−1)n

n
sin(nt)

2. On onsidère la fontion périodique dé�nie par g(t) = f(−t).

(a) Représenter g sur [−2π; 2π].
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1

2

3

−1

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

(b) Sans aluler ses oe�ients, érire la série de Fourier de g

On a Sg(t) = Sf (−t), don

Sg(t) =
π

4
+

+∞
∑

n=1

1

n2π
((−1)n − 1) cos(−nt)− (−1)n

n
sin(−nt)

Don

Sg(t) =
π

4
+

+∞
∑

n=1

1

n2π
((−1)n − 1) cos(nt) +

(−1)n

n
sin(nt)

3. On onsidère la fontion périodique dé�nie par h(t) = g(t) + f(t).

(a) Représenter h sur [−2π; 2π].

1

2

3

−1

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

(b) Montrer que la série de Fourier de h est

Sh(t) =
π

2
+

+∞
∑

n=1

2((−1)n − 1)

πn2
cos(nt)

La série de Fourier de h s'obtient en additionnant les séries de Fourier de f et de g

Sh(t) = Sf(t) + Sg(t) = 2a0(f) +
+∞
∑

n=1

2an(f) cos(nt)

Les bn(h) sont nuls ar bn(f) = −bn(g) (et aussi pare que h est paire !).

Don, on obtient bien

Sh(t) =
π

2
+

+∞
∑

n=1

2((−1)n − 1)

πn2
cos(nt)
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() En remplaçant t par 0 dans l'expression de Fourier de h, déterminer la valeur de la

limite de la série onvergente suivante :

+∞
∑

n=1

(−1)n − 1

n2

On pose t = 0, on a Sh(0) = h(0) = 0 et

Sh(0) =
π

2
+

+∞
∑

n=1

2((−1)n − 1)

πn2
cos(0)

Don

0 =
π

2
+

+∞
∑

n=1

2((−1)n − 1)

πn2

Don

+∞
∑

n=1

((−1)n − 1)

n2
= −π

2
× π

2
= −π2

4

Exerie 3 Les questions suivantes sont indépendantes

1. Soit le signal suivant :

f(t) = 2 cos(50πt)− cos(100πt)+ sin(100πt)−3 sin(200πt)+

√
3

4
cos(300πt)+

1

4
sin(300πt)

Traer le spetre d'amplitude du signal.

Il su�t de aluler les amplitudes de haque harmonique.

Pour la fréquene 25Hz on a A1 = 2.
Pour la fréquene 50Hz on a A2 =

√
2.

Pour la fréquene 100Hz on a A3 = 3.
Pour la fréquene 150Hz on a A4 =

1

2
.

On obtient le spetre d'amplitudes suivant :

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

−0.5
25 50 75 100 125 150

b

b

b

b

Amplitude

2. On onsidère les spetres d'amplitudes et de phases (par rapport au osinus), traé en

fontion des pulsations, suivants :
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b π

2

b

b
−

π

2

b bb

Phase

Donner un exemple de fontion dont les spetres orrespondent aux spetres i-dessus.

On peut donner omme exemple de fontion

f(t) = 2 cos
(

t− π

2

)

+ cos (2t) +
1

2
cos

(

3t+
π

2

)

3. Déterminer une fontion 2π-périodique dont les oe�ients de Fourier véri�ent :

a0 = 2 a1 = 2 b1 = −1 a3 = 4

On peut donner omme exemple de fontion

f(t) = 2 + 2 cos (t)− sin(t) + 4 cos(3t)

4. On onnaît les oe�ients de Fourier exponentiels d'un signal f :

cn =
1

2iπn
× ein

π

2

Déterminer les oe�ients de Fourier trigonométriques de f .

On sait que an = 2Re(cn) et bn = −2Im(cn). On érit don cn sous forme algébrique puis

on identi�e

cn = − i

2nπ

(

cos
(

n
π

2

)

+ i sin
(

n
π

2

))

Don

cn =
1

2nπ
sin

(

n
π

2

)

− i× 1

2nπ
cos

(

n
π

2

)

Don

an =
1

nπ
sin

(

n
π

2

)

et bn =
1

nπ
cos

(

n
π

2

)

5. On onsidère une fontion périodique dont la série de Fourier est

Sf (t) =
1

2
+

+∞
∑

n=1

4

π(1 + 2n2)
cos(nt)

Déterminer les oe�ients de Fourier trigonométriques an(f
′) et bn(f

′) de la dérivée de f .

On identi�e les oe�ients de Fourier de f dans la série de Fourier :

an(f) =
4

π(1 + 2n2)
et bn(f) = 0

Il su�t ensuite d'utiliser les formules du ours : an(f
′) = nωbn(f) et bn(f

′) = −nωan(f).
On obtient

an(f
′) = 0 et bn(f

′) = −n× 1× 4

π(1 + 2n2)
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