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Tous documents et appareils électroniques sont interdits.
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction

et a la présentation.

Exercice 1  Soit n € N*. Calculer les intégrales suivantes :

1
1. I :/ x cos(nmx)dz,
0

Pour calculer I, on effectue une IPP :
u(z) =z, v'(x)=cos(nmx),

u(x) =1, wv(z)= —sm(mm:).
nm
On obtient :
sin(nrz)]’! sin(nmr) cos(nraz)]'  cos(nm)—1 (=1)"—1
L=|lz——| — | ———=dx= 5 = = -
nt |, Jo nm (nm)? |, (nm) (nm)
2m 2t cos(t) 2t cos(t)
tan(¢ tan(?
2. I, = / de = W% : la variable d’intégration est en x et la
0 In(t) In(t)

fonction dans I'intégrale dépend de ¢ (c’est donc une constante!).

T t
3. I3 = / sin <§) sin(nt)dt. On linéarise en utilisant la formule suivante :
0

sin(a) sin(b) = %(cos(a —b) — cos(a +b)).

On obtient
"1 1 [sin(t/2 —nt) sin(¢/2+nt)]"
13:/0 §(cos(t/2—nt)—cos(t/2+nt))dt:5[ 2—n 12+n 10
1 <Sin(7r/2—n7r) B sin(7r/2+n7r)) _ (=)™ ( 11 ) _ (—1)"n
2 1/2—n 1/2+n 2 1/2—n 1/2+n 1/4 —n?

1
1
4. Iy = du en posant x = e". On a dx = e"du, d’ou :
1 u
0 +e

1 1 e e
1 v 1 1 1
]4:/ du:/e—du:/—dx: - — dx
0o 1+e o e“(1+ev) 1 z(l42) z l+z

= [In(|z]) = In(]1 + z|)]] = In(2) + 1 — In(1 +e).

1/5



S

1UT DE CACHAN Semestre 3 - Mathématiques - DS 1

Exercice 2
On considére la fonction g impaire et périodique de période 27 suivante :

git)=t(r—t)si0 <t <.

4
On admet que pour tout n € N, a,(g) = 0 et pour tout n € N*, b,(g) = e (1—(=1)").

Les questions 1., 2. et 3. peuvent se traiter de maniére indépendante.

1. Déterminer les coefficients de Fourier exponentiels de g.

0
D’aprés le cours, on a a,(g) = 29Re(c,(g)) et by(g) = —2TIm(c,(g)), Aot ¢, (g) = —TZ (1= (=1)").
n3m
2. (a) Ecrire la série de Fourier associée a g.
On a
4
Syl )+ E a,(g) cos(nt) + by (g) sin(nt)) = E e (1 —(=1)")sin(nt).

n>1 n>1

(b) En quel point ¢ € R la série de Fourier de g converge-t-elle vers g(t) 7

La fonction ¢ est C' par morceaux et continue sur R donc d’aprés le théoréme de
Dirichlet, on a Sy(t) = g(t) pour tout ¢t € R.

+oo
_1)» 3
(c) En prenant ¢t = g, montrer que nZ% ﬁ - %

OnaSg(g>:Zn;l (1—(—1))s1n< ) Or :

. (mr) 0 lorsque n = 2k,
sin(— ) =
2 (—1)* lorsque n = 2k + 1.

Les harmoniques paires sont donc nulles. On ne garde que les harmoniques impaires
dans la somme (c’est-a-dire les n qui s’écrivent sous la forme n = 2k 4+ 1 avec k € N) :

T 4 %41 8(—1)F
& (E) B ]; (2k + 1)37 (1= (=)) (-)* = ]; (2k + 1)371°

2

De plus, g¢ <g> = WZ D’ou d’aprés le théoréme de Dirichlet (les hypothéses sont

vérifiées, confére la question précédente) :

Z 8(—-1)F  «? N (-1)F
@k 1Pm 4T (k1) 32

3. (a) Enoncer le théoréme de Bessel-Parseval en rappelant les hypothéses.
Voir le cours

(b) Calculer — / t)|?dt.

Remarquons que la fonction [g(t)|? est paire puisque la fonction g est impaire. On a
donc :
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1 s
— dt = dt = (7 — t)2dt.
5= [ tatopae = [Cgpar =~ [ e -

Développons t2(m — t)
t2(r —t)? = (n? + 12 — 2nt) = 2%+t — 273,

D’ou

o | le®)dt = ;/ Pt —2midt = — l—” +-—-= ] — (_ +o - _> -
Y ;

3 5 4

L > 1 b
(c) En déduire que ; 21 = 960"
D’aprés le théoréeme de Bessel- Parseval, on a :

L / 9(0)dt = a3(g) + 5 3 au(9)” + bulo)?

n>1

& - 1—(=1)")?2.
30 2;n67r2( (=1)")

| (1) = 0 lorsque n = 2k,
]2 lorsque n = 2k + 1.

D’ou
7T4 1 42 ny2
30 2 n67r2( — =00
n>1
- d B 32 1
2 6
30 = (2k+1)
76 1
< o0 Z 6
960 = (2k+1)

Exercice 3 Le but de 'exercice est de calculer les coefficients trigonométriques de la fonction
paire et périodique de période 2 suivante :

flz)=xsi0<az<1.

1. Tracer la courbe représentative de f sur le graphique ci-dessous.
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Ay

2. Parmi les graphiques ci-dessous, lequel représente la dérivée f’ de la fonction f 7

Ay Ay
2 2
— e o +
X X
4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -3 —2 -1 1 2
—1 -1
—2 -2
2 2
(a) (b)
Ay
2 4
1
X
4 -3 -2 -1 1 2 3

(©)
Le graphe correspondant & f’ est le graphe (c).
3. Calculer les coefficients de Fourier de f’.
La fonction f” est impaire donc ao(f’) = a,(f’') = 0 pour tout n € N* et

ba(f') = g /0 P sin(nt)di = 2 /0 in(nmt)dt — 2 [—ME Pl i

nm nim
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4.

En déduire les coefficients de Fourier de f. Le résultat obtenu est-il cohérent avec la réponse
obtenue en 1) de 'exercice 17

La fonction f est continue et C' par morceaux sur R donc d’aprés le cours, on a :

an(f") = nwb,(f) et bu(f') = —nman(f).
bu(f) _ o(=1)" 1

n2m2

On en déduit que b,(f) =0 et a,(f) =

pour tout n € N*.

R 7r
4 1 1
D’aprés le cours, la formule de a,(f) = 5/ f(t) cos(nmt)dt = 2/ t cos(nmt)dt. Or
0 0
. : . ! (-1)» -1
d’aprés la question 1. de I'exercice 1, on a tcos(nmt)dt = ~—F——
0 n’m

Cela est cohérent avec le calcul précédent.
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