1 LIMITES - CONTINUITE - DERIVABILITE

1 Calculs de limites - Continuité et dérivabilité en un point

1.1 Limites
1.1.1 Limites des fonctions usuelles
f(z) Ensemble de définition lim f(z) lirf f(x)
T——00 T—r+00
koukeR R k k
x" avec n € N*, n pair R +00 +00
x" avec n € N*| n impair R —00 +00
1 ,
— avec n € N ] —00,0[ U J0, +o0] 0 0
x
N [0, +00[ Pas défini +00
cos(x) R Pas de limite | Pas de limite
sin(x) R Pas de limite | Pas de limite
e’ R 0 +00
In(z) 10, +00[ Pas défini +00
Autres limites a connaitre
> limIn(z) = —o0
> lim — = 400 > lim — = —o0 20
z—0+t T z—0~ T
Proposition 1 (CROISSANCES COMPAREES).
> lim ze” =0 > lim zIn(z) =0
T——00 z—0
e
> lim — =400 > lim In(z) =0
r—+oo T T—+00 X
> lim ze ™ =0
T—r+00
1.1.2 Opérations sur les limites
Soient f et g deux fonctions. a désigne ici un réel ou +o00 ou —oo.
> lim (f(z) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z)
Tr—a T—a Tr—a lim f(x)
(@) et
> lim ==
a>a \g(x) ) limg(z)

> lim (f(z) x g(x)) = lim f(z) x lim g(z) z—a

r—a T—a rT—a
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1.2 Continuité en un point 1 LIMITES - CONTINUITE - DERIVABILITE

Remarque.
Lors d’un calcul de limite, si la forme de la fonction ne permet pas de conclure, on parle de Forme
Indéterminée (F.1.). Les F.I. classiques sont :

> 00 — 00 > oo x 0 5 X . 0 5 1%
o0 0
Exemple 2.
241
1otim L
Tr—r—+00 €T
. . 9 . . ’+1
On sait que lim z°+ 1= +o00 et lim x = 400, mais lim =— FI®

Tr—+00 Tr—+00 Tr—400 €T xXO
Comme 2 + 1 et x sont des polynomes, on garde seulement le terme de plus haut degré, on alors :
2+ 1 x?

lim = lim — = lim z=+4+00 ©
T—r—+00 X r—+00 I T—r—+00

2. lim — =2

r—+o00 e¥
. . . - T e
On sait que lim = = 400 et lim e* = +o0, mais lim —=— F.I. ®
T—+00 x—+00 z—+o0 €% o0
En utilisant les croissances comparées, on sait que :

. X . _
lim — = lim ze7" =0 ©
x—+o0 €% T—+00

Proposition 3.

Soient f et g deux fonctions. a, b et ¢ désignent ici des réels ou +0o ou —oo. Si lim f(z) = b et
T—a

lim g(x) = ¢, alors

z—b

lim g(f(z)) =c

rT—a

Exemple 4.

1 1
> lim 22+ 1=4+0c0 et lim — =0 donc lim =0
I—>+00 T—400 I z—4o00 20 + 1

> limz —2 =0 et limIn(x) = —oco donc lim In(z — 2) = —c0
T—2 z—0 T—2

1.2 Continuité en un point

Définition 5 (LIMITE A DROITE ET LIMITE A GAUCHE ).
Soit f une fonction et soit a € R.

> On note lim f(x) = lim f(z) la limite & droite de f en a.
T—a

z—a™t
T>a

> On note lim f(x) = lim f(z) la limite a gauche de f en a.

r—a r—a~
xz<a
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1.3 Dérivabilité en un point 1 LIMITES - CONTINUITE - DERIVABILITE

Exemple 6.
1 1
> La limite a droite de — en 0 est lim — = +o0.
T z—0T T
T 1 1
> La limite a gauche de — en 0 est lim — = —o0
x z—0~ X

Définition 7 (CONTINUITE).
Soit f une fonction définie sur ’ensemble Dy et soit a € R.

> Sia € Dy et lim f(z) = lim f(z) =1€R, alors on dit que f est continue en a.
r—a T—a—
> Sia ¢ Dy et lim f(z) = lim f(x) =1€R, alors on dit que f est prolongeable par continuité en
Tr—a T—a—
aetona f(a)=1.

Exemple 8.

20+1 s1x>1

1. Etudier la continuité de f(x) = N .
r*+2 six<l

La fonction f est définie sur Dy = R. Les fonctions x — 2z + 1 et x x? + 2 sont continues sur
R donc f est continue sur R\{1}. En 1€ Dy, on a :
Jim ) = g2 1 =3
et
lim f(z) =lima? +2=3
z—1— z—1
Donc la fonction f est continue sur R.
2
. 2x — 3
2. Etudier la continuité de g(x) = :L'—l—ixl
x‘ J—
La fonction g est définie sur D, = R\{1}. La fonction g est une fonction rationnelle (c’est a dire
un quotient de fonctions polynomiales), elle est donc continue sur son ensemble de définition D,.

Enl¢ Dy, ona:
2+2r -3 -1 3
limg(x)zlimx_l—ix:lim (z = Dz + )zlimx+3:4
z—1t z—1+ z—1 z—1+ z—1 z—1t

et de la méme maniére,

2
2 —
lim g(x) = lim v oS lim z +3 =4

T—1— T—1— r—1 z—1—

Donc la fonction g est prolongeable par continuité en 1 par g(1) = 4.

1.3 Dérivabilité en un point

Définition 9 (DERIVABILITE).
Soit f une fonction définie sur l'ensemble Dy et soit a € Dy. On dit que f est dérivable en a si et

seulement si :
o @ 1@ Lt f)
r—at Tr — a T—a~ r—a

La valeur de la limite d est appelé nombre dérivé en a et se note f'(a).
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1.3 Dérivabilité en un point 1 LIMITES - CONTINUITE - DERIVABILITE

Exemple 10.
1. Etudier la dérivabilité de f(z) = 2* en 1.

On a:
i [ I o1 e D)

z—1 z—1 =1 ¢ —1 z—1 z—1
Donc f est dérivable en 1 et f'(1) = 2.

=limz+1=2
r—1

. 2 1 x> 1
2. Ftudier la dérivabilité de g(x) = ;E_l_ SZ_ Y=t en
r+2 six<l

Ona: 1 2r+1-3 20 — 2
hmM:th: im T —9
z—1+ xr—1 O A | =1t x — 1
et
—g(1 2492 21
g 9@ 0 2228 — limr+1=2
T—1— xr—1 z—1- x—1 A | z—1—

Donc g est dérivable en 1 et ¢'(x) = 2.

3. Etudier la continuité et la dérivabilité de h(zx) = |z| en 0.

On a lim |z| =0 et lim |z| =0 donc h est continue en 0.
z—0t x—0~

De plus, on a :

lim h(@) = h{0) = lim i = lim signe(z) =1
z—07F z—0 z—0T T z—07t
i h h(0
lim hiz) = h(0) = lim i = lim signe(z) = —1
z—0~ z—0 =0~ T z—0~

Donc h n’est pas dérivable en 0.

Remarques.

1. f est dérivable en a = [ est continue en a

o i @ T@ o St D) = £

T—a Tr—a h—0 h

5. dz) = W=7 (:2:2: @)
(a, f(a))

4. f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a Cy en a. En effet, l’équation de la tangente a Cy
ena esty = f'(a)(x —a)+ f(a)

5. Si f n'est pas dériable en a, alors Cy n’a pas de tangente en a, on observe une “cassure” sur la
courbe

est le coefficient directeur de la droite passant par les points (x, f(x)) et
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1.3 Dérivabilité en un point 1 LIMITES - CONTINUITE - DERIVABILITE

Méthode : Calculer une limite grace au nombre dérivé

On cherche la limite : '
lim 1) _

z—0 x

Comme lim sin(z) = 0 et lim x = 0, il s’agit d'une F.I.
z—0 z—0

On cherche alors a utiliser le nombre dérivé en 0, c’est a dire :

sin(z) — sin(0)

lim
z—0 x—0
or lim sin(z) — sin(0) = lim sin(z) car sin(0) = 0.
z—0 z—0 z—0

De plus, on sait que la fonction sin est dérivable sur R de dérivée cos, d’ou :
plus, q )

sin(x) — sin(0) sin(x)

ilir(l] P :ilir(l] . =cos(0) =1
Finalement, on trouve :
lim sin(x) _q
x—0 xT
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