FICHE METHODES

3 Systémes linéaires et matrices - Méthode de Gauss

3.1 Résoudre un systéme a 2 équations et 2 inconnues avec la méthode de
Gauss

On cherche a résoudre par la méthode de Gauss un systéme de la forme (avec ay; # 0) :

a1 +ay = b (1)
ap1% + a2y = by (2)

On commence par multiplier I’équation (1) par as; et 'équation (2) par a; ;. Le systéme devient :

{al,laz,ﬂ +aipa21y = bagy (1) =ag:(1)

a1 1a91% + a1 122y =  baary  (2) =a11(2)

Puis on soustrait (1") a (2'), on obtient :

11T + a1,2Y = b (1)
(a1,1a2,2 - a1,2a2,1)y = b2CL1,1 - blaz,l (2”) = (2,) - (1,)

On obtient alors y, qu’on peut ensuite replacer dans I’équation (1) pour déterminer x.

Exemple 1.
Résoudre par la méthode de Gauss le systeme suivant :
2e+y = 1
3r+2y = 2
204+ y = 1 (1)@ 6x+3y = 3 (1')=3x(1
3r+2y = 2 (2) 6r+4y = 4 (2)=2x(2)
2z + = 1 (1
@ y ( " /! /
= 1 @29)=(2)-1)
2c+1 = 1
=
{ - 1
z = 0
-
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3.2 Résoudre un systéme a 3 équations et 3 inconnues avec la méthode de
Gauss

On cherche & résoudre par la méthode de Gauss un systéme de la forme (avec a3 #0) :

agr+apy+arzz = by (1)
1% + agpy +ag3z = by (2)
as 1 +agoy +agzz = by (3)

On commence par multiplier (1) par as; et (2) par a; ;. Le systéme s’écrit alors :

1,1021T + A12021Y + Q130212 = bla2,1 (1a> = a2,1(1)
a11G21% + 411020y + a11G232 = boars  (24) = a11(2)
317 + a32y + a3 32 = b3 (3)

On soustrait ensuite (1,) a (2,), on obtient :

11T + a12Y + a132 = b (1)
(a1,1a2,2 - a1,2a2,1)y + (a1,1a2,3 - a1,3a2,1)2 = b2a1,1 - blaz,l (2/) = (2a) - (1a)
(31T + a32y + a3 32 = by (3)

On recommence ensuite ces deux étapes mais cette fois en regardant les équations (1) et (3). On multiplie
(1) par as et (3) par a;;. On a :

(1,103,112 + a1,2031Y + 4130312 = blaz; (1) = az1(1)
(a1,1a2,2 - a1,2a2,1)y + (a1,1a2,3 - CL1,3CL2,1)Z = bzal,l - b1a2,1 (2/)
110317 + G11032Y + a1,103 3% = byar1 (3p) = a11(3)

Puis on soustrait (1) a (3;), on obtient finalement :

11T + a12Y + a1 32 = b (1)
(a1,1a2,2 - a1,2a2,1)y + (a1,1a2,3 - a173a271)z = bzal,l - bla2,1 (2/)
(a1,1a3,2 - a1,2a3,1)y + (a1,1@3,3 - a173a371)z = bsal,l - bla3,1 (3/) = (3b) - (1b)

On remarque alors que les équations (2') et (3') forment un systéme a 2 équations et 2 inconnues (y et
z). On peut alors appliquer la méthode précédente pour déterminer z puis y. Enfin, en replagant ces
valeurs dans 1’équation (1), on trouve x.

Exemple 2.
Résoudre par la méthode de Gauss le systéme suivant :

rT—y+z =
—dr+3y—z =
20—y + =z =
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lz—y+z = 1 (1) [(z—y+=z = 1 (1)
—dx+3y—z = 2 (2)e4dr+3y—z—(—de+4dy—4z) = 2—(-4) (2)=1(2) - (-49)(1)
20 —y+z = 2 (3 (22 —y + 2 — (22 — 2y + 22) = 2-2 (3)=1(3)—2(1)
(z—y+2z = 1 (1)
S¢-ly+3z = 6 (2)
1y — = = 0 (3)
rT—y+z 1 (1)
& —y+ 32 = 6 (2)
—y+z—(-y+32z) = —-0-6 (3")=-1(3)-1(2)
r—y+z = 1 (1)
Sq-y+3z = 6 (2)
—2z = -6 (3"
r—y+3 = r—3+3 =
= —y—|—9 = 6 = Y = 3
€ = 3 z = 3
(v = 1
& = 3
z 3

3.3 Triangulariser une matrice avec la méthode de Gauss

De maniére plus générale, la méthode de Gauss permet de transformer toute matrice inversible en une
matrice triangulaire supérieure. Ceci peut étre utile, par exemple, pour calculer le déterminant.

Soit A € M,, ,(R) une matrice carrée inversible de taille n.

11 Q12 -+ Qin

Q21 Q22 -+ Q2p
A=1 . .

Qp1 Ap2 - Qpnp

Quitte & permuter les lignes, on peut supposer que a;; # 0. En retranchant aux n — 1 derniéres lignes
un multiple de la premiére ligne, on obtient une matrice de la forme :

a171 ‘ * *
0
B = . o
0
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En appliquant maintenant ce procédé a la matrice A’, on obtient une matrice de la forme :

I T I R
0 a,Ll e+ ok
B = 0 0
: A"
0 0

Enfin, en réitérant ’opération encore n — 3 fois, on obtient une matrice triangulaire supérieure.

Exemple 3.
2 0 4 -4
. . -3 0 0 4 o .
Calculer le déterminant de A = 5 9 5 _6 en utilisant la méthode de Gauss.
1 0 -2 5
L [P
2 0 4 —4] |2 0 4 —4 A
-3 0 0 4 00 6 =2 2
det(A) =)y 5 5 4 =|o2 1 -9 Iz« ILai—3h
0 -2 5 00 —4 7 Li L4—§L1
2 0 4 —4
02 1 -2 Ly <« L3
00 6 =2 Ls « Ly
00 —4 7
20 —4
0 21 -2 4
=—10 0 6 —2 Ly <« L4_FL3
17
0 00 —
3
:—2><2><6><g:—136
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