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Mathématiques - Devoir Surveillé 4
juin 2019 - Durée : 1h45
Tout document et appareil électronique est interdit
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée & la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1

1. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

o 1
I = in{ ———
(a) /1 sin (t2 ; 1) dt

. . . 1 1 1
On salt que Sln(X) "(\)-’ X dOI].C S1n <m) +"\O-’o m +"\O-’o t_2

+oo
Or / —dt converge d’aprés Riemann. Donc, par équivalence, I converge.
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On peut montrer que ~&2—*— ~ —,
P d r+2 +oozx

“+oo
Or / —dx diverge d’aprés Riemann. Donc, par équivalence, J diverge.
1 X

+0c0 1 2 1
2. On souhaite étudier la nature de l'intégrale : K = / n(xij—)dx
1 x
(a) Montrer que, pour tout z > 1ona:0<In(z?+1) <=z
2 242 -1 —(x—1)
On pose f(z) =1In(z? + 1) — x. On a alors f'(x) = p f—l —1= xx—;_i_g; = 5; n 1) :

La dérivée de f est négative, donc f est décroissante.

Or f(1) =1In(2) — 1 < 0 donc f est toujours négative.
(b) En déduire la nature de K.
In(z? + 1 1
On en déduit que, pour tout > 1 on a 0 < L;_) < —.
x x

+oo
Or / —dx converge d’aprés Riemann. Donc, par comparaison, K converge.
1z

Exercice 2 On considére I’équation différentielle suivante :

{ y'(t) + 2y(t) = (6 cos(2t) 4 6sin(2t))U(t)
—1

1. Montrer que la transformée de Laplace de y est :

p® + 6p + 16

Y0 =

1/5
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Pour la suite on note Y la transformée de y.
On applique la transformée de Laplace a I’équation différentielle :
2
() + 2(t) = (6cos(2t) + 6sin(2))UE) < pY(p) — y(0) + 2Y (p) = 6—L— +6
y'(t) + 2y(t) = (6 cos(2t) + 6sin(2¢))U() pY (p) — y(0) +2Y (p) PR R
6p + 12
& Y 2) = 1
(p) x (p+2) o
2
p°+ 6p + 16
& Y ) =———
(p) x (p+2) I
2
p°+ 6p + 16
< Y(p) =
e [y
. a bp + ¢
2. Déterminer a, b et c tels que Y (p) = .
que Yip) =5t i

On fait la D.E.S. de Y.

On obtient a en multipliant Y par (p + 2) puis en remplagant p par -2 : a = 1.
On obtient b en multipliant Y par p puis en faisant tendre p vers +oo : b =10
On obtient b en remplagant p par 0: c =6

3. En déduire, I'expression de y(t).

6 1
O aY g + pr
na i) p+2 pP+4 p+2

+3 Donc, par identification :

X — .
pr+4

y(t) = (e + 3sin(2t)) U(2)

4. Veérifier que votre réponse a la question précédente est bien solution de I’équation différentielle.
Il suffit de remplacer y et y’ dans ’équation différentielle (et de vérifier la condition initiale) :

y'(t) + 2y(t) = (=272 + 6 cos(2t))U(t) + 2(e " + 3sin(2t))U(t) = (6 cos(2t) + 6sin(2t))U(t)

et y(0) = €% + 3sin(0) = 1.
Donc, le y déterminé a la question 3 est bien solution.

Exercice 3 Soit la série :

S =11
N_ZQ_n_QnH
n=0

1. Calculer Sy, S et Ss.
1
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2. Exprimer Sy en fonction de N.

Par télescopage on a

1

Sy=1-
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3. En déduire la nature de la série.

lim Sy= lim 1-— L =1

N—+o0 N—+o0 2N+1

On en déduit que la série converge (vers 1).

Exercice 4 les questions suvantes sont indépendantes.

1. Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries suivantes :

(a)

“+o0o

1
Z sin (1 + —)
n=1 n

1
On a lim sin (1 + —) = sin (1) # 0. Donc la série diverge.
n

n—-+o0o

$ -1y
(Vi +3)(n2 + 27

n=1
(n—1)7 n’ 1

OI] a ~ = .
(Vn+3)(n? +2)* +oo /nnd s
+oo
Or Z — converge d’aprés Riemann. Donc, par équivalence, la série converge.
n=1 n2
f (e_z)n
n=1 9

62

La série est une série géométrique de raison ¢ = ) €] —1;1] (car e < 3).

Donc la série converge.

+00
In(n? +1 Lo 1
Z % On a vu dans l'exercice 1 que, pour tout n > 1 on a 0 < # <1
n=1 n - -
+o00

Or E — converge d’aprés Riemann. Donc, par comparaison, la série converge.
n

n=1

+oo 1 n
;2 <3n+1)

A_ppliquons le critére de Cauchy :

1
L= lim |un|%: lim 2 =0
n—+o0o n——+oo 3n -+ 1

Donc, d’aprés le critére de Cauchy, la série converge.

> ik

n=1 (1’ 1)”

Appliquons le critére de d’Alembert :

n . 1 1,1)" ) 1 1 1
L= lim Yot gy AEL DT g om0 1
n—+oo U, n—+oo (1, 1)1 n n—+oo T 1,1 1,1

Donc, d’aprés le critére de d’Alembert, la série converge.
<% nfm™ 1

; tan <6 + 5)

Appliquons le critére de Cauchy :

1 1 1
L= lim |u,|™ = lim tan z—i-— :tan<z>:—<1
n—+00 6 6 3

n——+o0o

5
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Donc, d’aprés le critére de Cauchy, la série converge.

2. Donner un exemple de suite géométrique (U,,) telle que la série de terme général U,, converge vers

+oo
la valeur -2 : ¢’.-a-d. Z U, = -2.
n=0
p le, U, D ient f U, L 2
ar exemple, U, = — | = | convient : n = — = —
p Y 2 1 . %

n=0

Exercice 5

1. Déterminer les transformées de Laplace des fonctions causales suivantes :
1— e3t

(@) filt) = —=U)
ons =11 1)

p p—3

1— e

(b) fa(t) = 1 Ut —2)
1— €3t 1— 63(t+2) . .
On a fo(t) = 1 Ut —2) = g(t—2) avec g(t) = 1 U(t). On en déduit que
—2r /1 b
— o2 - € -
L) =, = 1 (5 - 55

B 1 — €3t

(c) fs(t)=e StTu(t)

1 — et 1
On a f3(t) = e S = -

2. Soit fy le signal causal représenté par :

On veut calculer la transformée de Laplace de f; de deux fagons différentes :

(a) Déterminer la transformée de Laplace de f; en utilisant la définition de la transformée de La-
place et en effectuant le calcul intégral.

1

Par définition, on a Ly, (p) = / e P' (=2t + 2) dt. Nous allons calculer cette intégrale en effec-
0

tuant une IPP :

Ly, (p) = {—ﬁ(—2t+2)}; - /01 —e” (=2)dt =

2
p p b
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(b) Déterminer la transformée de Laplace de fy en écrivant d’abord f; avec des fonctions échelon.
On a fu(t) = (=2t +2) (U{t) —U(t —1)). On a

2 2 2e7P
£(—2t+2)u(t) (p) = _Z? +]—9 et £(—2t+2)u(t—1)(p) = - P2
On retrouve le fait que
2¢P 2 2
Ly (p) = 2P + »

Exercice 6 Déterminer les transformées de Laplace inverses des fonctions suivantes :

6 3 2
p° 4+ 4p° + 3p
L. F(p) = -

6 3 2

P 4dp 3p 1 26 124

OnaFlp)==+—+—=-+=-—+-—

na F(p) p7+p7+p7 p+3p4+8p5
Donc, par identification

- 5

-~ p*—bp

On fait la D.E.Sde G : G(p) = = 4+
®) pp—=5) p-5 p

g(t) = (e = 1) U()

2. G(p)

Donc, par identification

p+m
3. H(p) =
») pP?+2rp+ 247w
On fait la forme canonique du dénominateur de H : H(p) = _pxm
(p+m)2+m
Donc H(p) = Ho(p+ m) ou Ho(p) = pQLiLW

Donc, par identification, ho(t) = cos(y/mt)U(t) et

h(t) = e ™ho(t) = e ™ cos(v/mt)U(t)

" (ﬂ)

p?+1

_ N p+1
O K — 3p = —
na K(p) = e " Ko(p) ot Ko(p) o) 1
) . p
On d K de 2 fract s K = .
n aecompose o €en somme de ractions O(p) p2 T 1 —+ p2 n 1

Donc, par identification, ko(t) = cos(t)U(t) + sin(t)U(t) et

k(t) = ko(t —3) = (cos(t — 3) +sin(t — 3))U(t — 3)



