
Semestre 2 - Mathématiques - DS 4

Mathématiques - Devoir Surveillé 4

juin 2019 - Durée : 1h45

Tout do
ument et appareil éle
tronique est interdit

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion et à la

présentation.

Exer
i
e 1

1. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

(a) I =

∫ +∞

1

sin

(

1

t2 + t+ 1

)

dt

On sait que sin(X) ∼
0
X don
 sin

(

1

t2 + t+ 1

)

∼
+∞

1

t2 + t+ 1
∼
+∞

1

t2
.

Or

∫ +∞

1

1

t2
dt 
onverge d'après Riemann. Don
, par équivalen
e, I 
onverge.

(b) J =

∫ +∞

1

(

1
x
+ 1

)2

x+ 2
dx

On peut montrer que

(

1
x
+ 1

)2

x+ 2
∼
+∞

1

x
.

Or

∫ +∞

1

1

x
dx diverge d'après Riemann. Don
, par équivalen
e, J diverge.

2. On souhaite étudier la nature de l'intégrale : K =

∫ +∞

1

ln(x2 + 1)

x3
dx

(a) Montrer que, pour tout x ≥ 1 on a : 0 ≤ ln(x2 + 1) ≤ x

On pose f(x) = ln(x2 + 1)− x. On a alors f ′(x) =
2x

x2 + 1
− 1 =

−x2 + 2x− 1

x2 + 1
=

−(x− 1)2

x2 + 1
.

La dérivée de f est négative, don
 f est dé
roissante.

Or f(1) = ln(2)− 1 < 0 don
 f est toujours négative.

(b) En déduire la nature de K.

On en déduit que, pour tout x ≥ 1 on a 0 ≤ ln(x2 + 1)

x3
≤ 1

x2
.

Or

∫ +∞

1

1

x2
dx 
onverge d'après Riemann. Don
, par 
omparaison, K 
onverge.

Exer
i
e 2 On 
onsidère l'équation di�érentielle suivante :

{

y′(t) + 2y(t) = (6 cos(2t) + 6 sin(2t))U(t)
y(0) = 1

1. Montrer que la transformée de Lapla
e de y est :

Y (p) =
p2 + 6p+ 16

(p+ 2)(p2 + 4)
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Pour la suite on note Y la transformée de y.

On applique la transformée de Lapla
e à l'équation di�érentielle :

y′(t) + 2y(t) = (6 cos(2t) + 6 sin(2t))U(t) ⇔ pY (p)− y(0) + 2Y (p) = 6
p

p2 + 4
+ 6

2

p2 + 4

⇔ Y (p)× (p+ 2) =
6p+ 12

p2 + 4
+ 1

⇔ Y (p)× (p+ 2) =
p2 + 6p+ 16

p2 + 4

⇔ Y (p) =
p2 + 6p+ 16

(p+ 2)(p2 + 4)

2. Déterminer a, b et c tels que Y (p) =
a

p + 2
+

bp+ c

p2 + 4
.

On fait la D.E.S. de Y .

On obtient a en multipliant Y par (p+ 2) puis en remplaçant p par -2 : a = 1.
On obtient b en multipliant Y par p puis en faisant tendre p vers +∞ : b = 0
On obtient b en remplaçant p par 0 : c = 6

3. En déduire, l'expression de y(t).

On a Y (p) =
1

p+ 2
+

6

p2 + 4
=

1

p + 2
+ 3× 2

p2 + 4
. Don
, par identi�
ation :

y(t) =
(

e−2t + 3 sin(2t)
)

U(t)

4. Véri�er que votre réponse à la question pré
édente est bien solution de l'équation di�érentielle.

Il su�t de rempla
er y et y′ dans l'équation di�érentielle (et de véri�er la 
ondition initiale) :

y′(t) + 2y(t) = (−2e−2t + 6 cos(2t))U(t) + 2(e−2t + 3 sin(2t))U(t) = (6 cos(2t) + 6 sin(2t))U(t)

et y(0) = e0 + 3 sin(0) = 1.
Don
, le y déterminé à la question 3 est bien solution.

Exer
i
e 3 Soit la série :

SN =

N
∑

n=0

1

2n
− 1

2n+1

1. Cal
uler S1, S2 et S3.

S1 =

1
∑

n=0

1

2n
− 1

2n+1
=

1

20
− 1

21
+

1

21
− 1

22
= 1− 1

4
=

3

4

S2 =
2

∑

n=0

1

2n
− 1

2n+1
=

1

20
− 1

21
+

1

21
− 1

22
+

1

22
− 1

23
= 1− 1

8
=

7

8

S3 =
2

∑

n=0

1

2n
− 1

2n+1
=

1

20
− 1

21
+

1

21
− 1

22
+

1

22
− 1

23
++

1

23
− 1

24
= 1− 1

16
=

15

16

2. Exprimer SN en fon
tion de N .

Par téles
opage on a

SN = 1− 1

2N+1
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3. En déduire la nature de la série.

lim
N→+∞

SN = lim
N→+∞

1− 1

2N+1
= 1

On en déduit que la série 
onverge (vers 1).

Exer
i
e 4 les questions suvantes sont indépendantes.

1. Déterminer la nature (
onvergente ou divergente) des séries suivantes :

(a)

+∞
∑

n=1

sin

(

1 +
1

n

)

On a lim
n→+∞

sin

(

1 +
1

n

)

= sin (1) 6= 0. Don
 la série diverge.

(b)

+∞
∑

n=1

(n− 1)7

(
√
n+ 3)(n2 + 2)4

On a

(n− 1)7

(
√
n+ 3)(n2 + 2)4

∼
+∞

n7

√
nn8

=
1

n
3

2

.

Or

+∞
∑

n=1

1

n
3

2


onverge d'après Riemann. Don
, par équivalen
e, la série 
onverge.

(
)

+∞
∑

n=1

(

e2

9

)n

La série est une série géométrique de raison q =
e2

9
∈]− 1; 1[ (
ar e < 3).

Don
 la série 
onverge.

(d)

+∞
∑

n=1

ln(n2 + 1)

n3
On a vu dans l'exer
i
e 1 que, pour tout n ≥ 1 on a 0 ≤ ln(n2 + 1)

n3
≤ 1

n2
.

Or

+∞
∑

n=1

1

n2

onverge d'après Riemann. Don
, par 
omparaison, la série 
onverge.

(e)

+∞
∑

n=1

2n
(

1

3n+ 1

)n

Appliquons le 
ritère de Cau
hy :

L = lim
n→+∞

|un|
1

n = lim
n→+∞

2

(

1

3n+ 1

)

= 0

Don
, d'après le 
ritère de Cau
hy, la série 
onverge.

(f)

+∞
∑

n=1

n

(1, 1)n

Appliquons le 
ritère de d'Alembert :

L = lim
n→+∞

un+1

un

= lim
n→+∞

n+ 1

(1, 1)n+1
× (1, 1)n

n
= lim

n→+∞

n+ 1

n
× 1

1, 1
=

1

1, 1
< 1

Don
, d'après le 
ritère de d'Alembert, la série 
onverge.

(g)

+∞
∑

n=0

tann

(

π

6
+

1

n

)

Appliquons le 
ritère de Cau
hy :

L = lim
n→+∞

|un|
1

n = lim
n→+∞

tan

(

π

6
+

1

n

)

= tan
(π

6

)

=
1√
3
< 1
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Don
, d'après le 
ritère de Cau
hy, la série 
onverge.

2. Donner un exemple de suite géométrique (Un) telle que la série de terme général Un 
onverge vers

la valeur -2 : 
'.-à-d.

+∞
∑

n=0

Un = −2.

Par exemple, Un = −
(

1

2

)n


onvient :

+∞
∑

n=0

Un = − 1

1 − 1
2

= −2

Exer
i
e 5

1. Déterminer les transformées de Lapla
e des fon
tions 
ausales suivantes :

(a) f1(t) =
1− e3t

4
U(t)

On a Lf1(p) =
1

4

(

1

p
− 1

p− 3

)

(b) f2(t) =
1− e3t

4
U(t− 2)

On a f2(t) =
1− e3t

4
U(t− 2) = g(t− 2) ave
 g(t) =

1− e3(t+2)

4
U(t). On en déduit que

Lf2(p) = e−2pLg(p) =
e−2p

4

(

1

p
− e6

p− 3

)

(
) f3(t) = e−5t1− e3t

4
U(t)

On a f3(t) = e−5t1− e3t

4
U(t) = 1

4
(e−5t − e−2t)U(t). On en déduit que

Lf3(p) =
1

4

(

1

p+ 5
− 1

p+ 2

)

2. Soit f4 le signal 
ausal représenté par :

1

2

−1

1 2 3 4−1−2

On veut 
al
uler la transformée de Lapla
e de f4 de deux façons di�érentes :

(a) Déterminer la transformée de Lapla
e de f4 en utilisant la dé�nition de la transformée de La-

pla
e et en e�e
tuant le 
al
ul intégral.

Par dé�nition, on a Lf4(p) =

∫ 1

0

e−pt (−2t + 2) dt. Nous allons 
al
uler 
ette intégrale en e�e
-

tuant une IPP :

Lf4(p) =

[

−e−pt

p
(−2t + 2)

]1

0

−
∫ 1

0

−e−pt

p
× (−2)dt =

2

p
− 2

p

(

−e−p

p
+

1

p

)

=
2e−p

p2
− 2

p2
+

2

p
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(b) Déterminer la transformée de Lapla
e de f4 en é
rivant d'abord f4 ave
 des fon
tions é
helon.

On a f4(t) = (−2t+ 2) (U(t)− U(t− 1)). On a

L(−2t+2)U(t)(p) = − 2

p2
+

2

p
et L(−2t+2)U(t−1)(p) = −2e−p

p2

On retrouve le fait que

Lf4(t)(p) =
2e−p

p2
− 2

p2
+

2

p

Exer
i
e 6 Déterminer les transformées de Lapla
e inverses des fon
tions suivantes :

1. F (p) =
p6 + 4p3 + 3p2

p7

On a F (p) =
p6

p7
+

4p3

p7
+

3p2

p7
=

1

p
+

2

3

6

p4
+

1

8

24

p5

Don
, par identi�
ation

f(t) =

(

1 +
2

3
t3 +

1

8
t4
)

U(t)

2. G(p) =
5

p2 − 5p

On fait la D.E.S de G : G(p) =
5

p(p− 5)
=

1

p− 5
+

−1

p
Don
, par identi�
ation

g(t) =
(

e5t − 1
)

U(t)

3. H(p) =
p+ π

p2 + 2πp+ π2 + π

On fait la forme 
anonique du dénominateur de H : H(p) =
p+ π

(p+ π)2 + π

Don
 H(p) = H0(p+ π) où H0(p) =
p

p2 + π
.

Don
, par identi�
ation, h0(t) = cos(
√
πt)U(t) et

h(t) = e−πth0(t) = e−πt cos(
√
πt)U(t)

4. K(p) = e−3p

(

p+ 1

p2 + 1

)

On a K(p) = e−3pK0(p) où K0(p) =
p+ 1

p2 + 1
.

On dé
ompose K0 en somme de 2 fra
tions : K0(p) =
p

p2 + 1
+

1

p2 + 1
.

Don
, par identi�
ation, k0(t) = cos(t)U(t) + sin(t)U(t) et

k(t) = k0(t− 3) = (cos(t− 3) + sin(t− 3))U(t− 3)
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