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Mathématiques - Devoir Surveillé 4.1

lundi 19 juin 2017 - Durée : 1h30

Tous do
uments et appareils éle
troniques sont interdits.

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion et à la

présentation.

Exer
i
e 1 Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Dire si les séries suivantes sont 
onvergentes ou pas :

(a)

+∞
∑

n=0

e−n
.

Le terme général de la série : Un = e−n
est une suite géométrique de raison q = e−1

.

Comme |q| < 1, alors la série 
onverge.

(b)

+∞
∑

n=1

n2 − 5

n3 + 2n+ 3

Le terme général de la série : Un =
n2 − 5

n3 + 2n+ 3
est équivalent en +∞ à

n2

n3
=

1

n
.

D'apèrs le 
ritère de Riemann la série

∑ 1

n
diverge.

Don
, par équivalen
e, la série

∑

Un diverge.

(
)

+∞
∑

n=1

1

n3
sin4(n)

En
adrons le terme général de la série : Un =
sin4(n)

n3
.

Pour tout n ≥ 1 on a 0 ≤ sin4(n) ≤ 1 don
 0 ≤ Un ≤ 1

n3
.

D'apèrs le 
ritère de Riemann la série

∑ 1

n3

onverge.

Don
, par 
omparaison, la série

∑

Un 
onverge.

(d)

+∞
∑

n=0

(1 + i)−2n

Le terme général de la série : Un = (1+ i)−2n
est une suite géométrique de raison q = (1+ i)−2

.

On 
al
ule le module de la raison : |q| = 1
2
< 1, alors la série 
onverge.
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2. Dire si les séries suivantes sont 
onvergentes ou pas et si elles sont absolument 
onvergentes ou

pas :

(a)

+∞
∑

n=0

(−1)n

n + 3
.

Étude de l'absolue 
onvergen
e :

On a |Un| =
1

n + 3
∼
+∞

1

n
. Or, d'après le 
ritère de Riemann :

∑ 1

n
diverge.

Don
, par équivalen
e,

∑

|Un| diverge.
Don
 la série

∑

Un ne 
onverge pas absolument.

Étude de la 
onvergen
e :

On a Un =
(−1)n

n+ 3
qui est une suite alternée.

De plus |Un| =
1

n + 3
dé
roit et tend vers 0.

Don
, d'après le 
ritère des séries alternées, la série

∑

Un 
onverge.

(b)

+∞
∑

n=2

sin(n+ 3)

n2 − 1

Étude de l'absolue 
onvergen
e :

On a |Un| =
| sin(n + 3)|

n2 − 1
. Don
 pour tout n ≥ 2 on a l'en
adrement 0 ≤ |Un| ≤

1

n2 − 1
.

Par ailleurs, en +∞,

1

n2 − 1
∼ 1

n2
.

Or, d'après le 
ritère de Riemann :

∑ 1

n2

onverge.

Don
, par équivalen
e,

∑ 1

n2 − 1

onverge.

Don
, par 
omparaison, la série

∑

|Un| 
onverge.
Don
 la série

∑

Un 
onverge absolument.

Étude de la 
onvergen
e :

Comme

∑

Un 
onverge absolument ; alors

∑

Un 
onverge.

Exer
i
e 2

Pour étudier la nature d'une série de la forme

∑

Un, le mathémati
ien français du 19ème siè
le

Augustin Cau
hy a énon
é la méthode suivante :

• Cal
uler la limite L = lim
n→∞

|Un|
1

n
,

• Selon la valeur de L on a

L < 1 L > 1 L = 1
+∞
∑

n=1

Un

+∞
∑

n=1

Un On ne peut pas rien dire sur


onverge diverge la nature de

+∞
∑

n=1

Un
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Par exemple : pour Un =
(

n+1
2n+3

)n
: L = lim

n→∞

|Un|
1

n = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

(

n+ 1

2n+ 3

)n∣
∣

∣

∣

1

n

= lim
n→∞

n+ 1

2n+ 3
=

1

2
.

Don
 la série

+∞
∑

n=1

(

n + 1

2n+ 3

)n


onverge.

Utiliser 
ette méthode pour étudier la nature des séries suivantes :

1.

+∞
∑

n=1

1

nn
.

On 
al
ule : L = lim
n→+∞

|Un|
1

n = lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

1

nn

∣

∣

∣

∣

1

n

= lim
n→+∞

1

n
= 0 < 1.

Don
 la série

+∞
∑

n=1

1

nn

onverge.

2.

+∞
∑

n=1

(

2 +
1

n

)n

.

On 
al
ule : L = lim
n→+∞

|Un|
1

n = lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

(

2 +
1

n

)n∣
∣

∣

∣

1

n

= lim
n→+∞

2 +
1

n
= 2 > 1.

Don
 la série

+∞
∑

n=1

(

2 +
1

n

)n

diverge.

Exer
i
e 3 Les questions 1.et 2. sont indépendantes.

1. (a) Déterminer l'expression en fon
tion de N de :

N
∑

n=0

5

(

2

3

)n

.

Le terme général de la série est une suite géométrique de raison q =
2

3
et de premier terme

U0 = 5. Don


N
∑

n=0

5

(

2

3

)n

= 5× 1−
(

2
3

)N+1

1− 2
3

= 15×
(

1−
(

2

3

)N+1
)

(b) En déduire la nature et la limite de la série

+∞
∑

n=0

5

(

2

3

)n

.

On en déduit que

+∞
∑

n=0

5

(

2

3

)n

= lim
n→+∞

15×
(

1−
(

2

3

)N+1
)

= 15 
ar lim
n→+∞

(

2

3

)N+1

= 0 .

On peut don
 dire que la série 
onverge vers 15.

2. (a) Déterminer l'expression en fon
tion de N de :

N
∑

n=2

1

n(n− 1)
.

On 
ommen
e par faire la DES du terme général de la série :

1

n(n− 1)
=

a

n− 1
+

b

n
=

1

n− 1
+

−1

n
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Don
, par téles
opage :

N
∑

n=2

1

n(n− 1)
=

N
∑

n=2

1

n− 1
− 1

n
= 1− 1

N

(b) En déduire la nature et la limite de la série

+∞
∑

n=2

1

n(n− 1)
.

On en déduite que

+∞
∑

n=2

1

n(n− 1)
= lim

n→+∞

1− 1

N
= 1.

Don
 la série 
onverge vers 1.

Exer
i
e 4 Complétez le tableau suivant :

Lf(p) f(t) Lf (p) f(t)

1

p
U(t) p

p2 + w2
cos(wt)U(t)

ave
 w ∈ R

n!

pn+1
tnU(t) Lf(p+ a) e−atf(t)

ave
 n ∈ N ave
 a ∈ R

Exer
i
e 5

Cal
ulez la transformée de Lapla
e inverse des fon
tions suivantes :

1. F1(p) =
p3 + 2p+ 1

p4

On a F1(p) =
p3

p4
+

2p

p4
+

1

p4
=

1

p
+

2

p3
+

1

p4
.

On en déduit que F1(p) est la transformée de Lapla
e de

f1(t) = U(t) + t2U(t) + t3

6
U(t)

2. F2(p) =
p

p2 − 2 + p

On a F2(p) =
p

(p− 1)(p+ 2)
=

1

3(p− 1)
+

2

3(p+ 2)
.

On en déduit que F2(p) est la transformée de Lapla
e de

f2(t) =
et

3
U(t) + 2

3
e−2tU(t)

3. F3(p) =
p+ 1

p2 + 2
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On a F3(p) =
p

p2 + (
√
2)2

+
1√
2
×

√
2

p2 + (
√
2)2

.

On en déduit que F3(p) est la transformée de Lapla
e de

f3(t) = cos(
√
2t)U(t) + 1√

2
sin(

√
2t)U(t)

4. F4(p) =
e−2p

p2 − 2 + p

On a F4(p) =
e−2p

(p− 1)(p+ 2)
=

e−2p

3(p− 1)
− e−2p

3(p+ 2)
=

e−2p

3
LetU(t)(p)−

e−2p

3
Le−2tU(t)(p).

On en déduit que F4(p) est la transformée de Lapla
e de

f4(t) =
et−2

3
U(t− 2)− e−2(t−2)

3
U(t− 2)

5. F5(p) =
1

p2 + 6p+ 13

On a F5(p) =
1

(p+ 3)2 + 4
=

1

2

2

(p+ 3)2 + 22
=

1

2
Lsin(2t)U(t)(p+ 3).

On en déduit que F5(p) est la transformée de Lapla
e de

f5(t) =
e−3t

2
sin(2t)U(t)

Exer
i
e 6 On 
onsidère l'équation di�érentielle :











y(t) = 0 si t < 0

y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = tU(t) pour t > 0

y(0) = 1 et y′(0) = 0.

(1)

On note Y (p) = Ly(p).

1. Montrez que Y (p) =
p3 + 2p2 + 1

(p2 + 2p+ 1)p2
.

On sait d'après le 
ours que

Ly′(p) = pLy(p)− y(0) = pY (p)− y(0)

et

Ly′′(p) = p2Ly(p)− py(0)− y′(0) = p2Y (p)− py(0)− y′(0)

En remplaçant dans l'équation (1), on obtient :

p2Y (p)− py(0) + 2pY (p)− 2y(0) + Y (p) =
1

p2

Don


Y (p)
(

p2 + 2p+ 1
)

=
1

p2
+ p+ 2

On en déduit que Y (p) =
p3 + 2p2 + 1

(p2 + 2p+ 1)p2
.
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2. Montrez que

p3 + 2p2 + 1

(p2 + 2p+ 1)p2
=

3

p+ 1
+

2

(p+ 1)2
+

1

p2
− 2

p
.

Il su�t d'e�e
tuer la DES de

p3 + 2p2 + 1

(p2 + 2p+ 1)p2
.

On peut également réduire le membre de gau
he au même dénominateur.

3. En déduire l'expression de la solution y(t) de l'équation di�érentielle (1).

On en déduit que Y (p) est la transformée de Lapla
e de

y(t) =
(

3e−t + 2te−t + t− 2
)

U(t)
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