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Mathématiques - Devoir Surveillé 3

Vendredi 2 juin 2017 - Durée : 1h30

Tous do
uments et appareils éle
troniques sont interdits.

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention parti
ulière sera portée à la réda
tion et à la

présentation.

Exer
i
e 1 Les questions 1., 2. et 3. suivantes sont indépendantes et peuvent être traitées séparément.

1. On 
onsidère la suite (un) dé�nie par

{

u0 = 2

un+1 =
un

2
+

1

3
pour tout n ≥ 0

(a) Cal
ulez u1, u2 et u3.

On a :

u1 = 1 +
1

3
=

4

3
, u2 =

2

3
+

1

3
= 1, u3 =

1

2
+

1

3
=

5

6
.

(b) Montrez que la suite vn = un−
2

3
est une suite géométrique dont on pré
isera le premier terme

et la raison.

On a

vn+1 = un+1 −
2

3
=

un

2
+

1

3
− 2

3
=

1

2

(

un −
2

3

)

=
1

2
vn.

On en déduit que vn est une suite géométrique de raison

1
2
. De plus, v0 = u0 −

2

3
=

4

3
.

(
) En déduire l'expression de (un) en fon
tion de n.

Exprimons tout d'abord vn en fon
tion de n :

vn =

(

1

2

)n
4

3
.

D'où un =

(

1

2

)n
4

3
+

2

3
puisque un = vn +

2

3
.

(d) Cal
ulez u2 + u3 + · · ·+ u100 (on simpli�era l'expression obtenue au maximum !).

On a

u2 + u3 + · · ·+ u100 =
4

3

100
∑

k=2

(

1

2

)n

+

100
∑

k=2

2

3
.

Or,

4

3

100
∑

k=2

(

1

2

)n

=
4

3
× 1

4
× 1− 1/299

1− 1/2
=

2

3

(

1− 1

299

)

et

100
∑

k=2

2

3
=

2

3
+

2

3
+ · · ·+ 2

3
(on somme 99 fois

2

3
) =

2

3
× 99.
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D'où

u2 + u3 + · · ·+ u100 =
2

3

(

1− 1

299

)

+ 66.

2. On 
onsidère la suite dé�nie par wn = −1

2
+

n
∑

k=1

1

3k
.

(a) Exprimez wn sans utiliser le symbole

∑

.

On a wn = −1

2
+

n
∑

k=1

1

3k
= −1

2
+

1

3
+

1

32
+ · · ·+ 1

3n
.

(b) La suite (wn) est-elle arithmétique ? géométrique ? Si oui, on pré
isera la raison.

On a

n
∑

k=1

1

3k
=

1

3
× 1− 1/3n

1− 1/3
=

1

2

(

1− 1

3n

)

.

On en déduit que

wn = −1

2
+

1

2

(

1− 1

3n

)

= − 1

2× 3n
= −1

2

1

3n
.

Il s'agit don
 bien d'une suite géométrique de raison

1

3
.

3. Soit (un) une suite arithmétique telle que u3 = 12 et u8 = 0. Exprimez un en fon
tion de n.

On a

u8 = u3 + 5r = 12 + 5r = 0.

On en déduit que r = −12

5
. De plus,

u3 = u0 + 3r = u0 −
36

5
= 12.

D'où u0 =
96

5
. On a don
 un =

96

5
− 12n

5
.

Exer
i
e 2 Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Tra
er la représentation graphique de la fon
tion f :

f(t) = (t+ 1)U(t− 1)− 2tU(t− 2) + (t− 1)U(t− 3)

On détermine d'abord l'expression de f par parties :

f(t) =















0 si t < 1
t+ 1 si t ∈ [1; 2[
−t + 1 si t ∈ [2; 3[

0 si t ≥ 3

On en déduit la représentation graphique de f
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1

2

3

−1

−2

1 2 3 4−1−2

2. Déterminer, en utilisant la fon
tion é
helon, l'expression de la fon
tion g dont la 
ourbe est

1

2

−1

1 2 3 4−1−2

On détermine d'abord l'expression de 
haque partie de la représentation de f :

f(t) =















0 si t < 0
−t + 1 si t ∈ [0; 1[
2t− 2 si t ∈ [1; 2[

0 si t ≥ 2

On en déduit que f peut s'é
rire

f(t) = (−t+ 1) (U(t)− U(t− 1)) + (2t− 2) (U(t− 1)− U(t− 2))

ou en
ore

f(t) = (−t+ 1)U(t) + (3t− 3)U(t− 1) + (−2t + 2)U(t− 2)
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Exer
i
e 3 Déterminer la transformée de Lapla
e pour 
ha
une des fon
tions suivantes :

1. f est la fon
tion nulle sur ]−∞; 0[∪]3; +∞[ et dont la 
ourbe est

1

2

−1

1 2 3 4−1−2

Pour 
al
uler 
ette transformée de Lapla
e on peut revenir à la dé�nition :

Lf(p) =

∫ +∞

0

f(t)e−ptdt

=

∫ 2

0

1× e−ptdt+

∫ 3

2

(−1)× e−ptdt

=

[

−1

p
e−pt

]2

0

+

[

1

p
e−pt

]3

2

= −1

p
e−2p +

1

p
+

1

p
e−3p − 1

p
e−2p

= −2

p
e−2p +

1

p
+

1

p
e−3p

On pouvait aussi exprimer f ave
 la fon
tion e
helon puis utiliser la propriété du retard

f(t) = U(t)− 2U(t− 2) + U(t− 3)

La transformée de U(t) est
1

p
,

la transformée de l'e
helon retardé de 2 est

1

p
e−2p

et la transformée de l'e
helon retardé de 3 est

1

p
e−3p

. Don


Lf(p) =
1

p
− 2× 1

p
e−2p +

1

p
e−3p

2. g(t) =
t4 − 6t

3
× U(t) = 1

3
t4U(t)− 2tU(t). Don


Lg(p) =
1

3
× 24

p5
− 2× 1

p2
=

8

p5
− 2

p2

3. h(t) = e3t × U(t− 2) = h0(t− 2) où

h0(t) = h(t + 2)

= e3(t+2) × U(t + 2− 2)

= e6 × e3t × U(t)
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Or

Lh0
(p) = e6 × 1

p− 3

Don


Lh(p) = e−2p × Lh0
(p) = e−2p

(

e6 × 1

p− 3

)

4. k(t) = e−3t sin(5t)U(t) = e−3t × k0(t) où

k0(t) = sin(5t)U(t)

Or

Lk0(p) =
5

p2 + 25

Don


Lk(p) = Lk0(p+ 3) =
5

(p+ 3)2 + 25

5. Sa
hant qu'on a la formule Ltf(t)(p) = −L′

f(t)(p) 
al
ulons la transformée de v(t) = t cos(2t)U(t) :

On a

v(t) = t× v0(t) où v0(t) = cos(2t)U(t)
Or

Lv0(p) =
p

p2 + 4

Et

L′

v0
(p) =

(p2 + 4)− p× 2p

(p2 + 4)2
=

4− p2

(p2 + 4)2

Don


Lv(p) = Ltv0(t)(p) = −L′

v0
(p) = − 4− p2

(p2 + 4)2

Exer
i
e 4 Les questions suivantes sont indépendantes et peuvent être traitées séparément.

1. (a) Soit X > 1. Cal
ulez

∫ X

1

e−tdt.

On a

∫ X

1

e−tdt =
[

−e−t
]X

1
= −e−X + e−1.

En faisant tendre X vers +∞, on en déduit que

lim
X→∞

∫ X

1

e−tdt =

∫ +∞

1

e−tdt = e−1.

(b) En déduire la nature

⋆
de

∫ +∞

1

e−t| cos(t)|dt.

On a 0 ≤ e−t| cos(t)| ≤ e−t
. Or, d'après la question pré
édente,

∫ +∞

1

e−tdt 
onverge. Par


omparaison,

∫ +∞

1

e−t| cos(t)|dt 
onverge.
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2. (a) Soit X > e. Cal
ulez

∫ X

e

1

t ln2(t)
dt en posant le 
hangement de variable u = ln(t).

On a

∫ X

e

1

t ln2(t)
dt =

∫ ln(X)

1

1

u2
du =

[

−1

u

]ln(X)

1

= − 1

ln(X)
+ 1

(b) En déduire la nature

⋆
de

∫ +∞

e

1

t ln2(t)
dt.

On en déduit que l'intégrale 
onverge 
ar

∫ +∞

e

1

t ln2(t)
dt = lim

X→∞

− 1

ln(X)
+ 1 = 1.

3. Déterminer la nature

⋆
des intégrales suivantes :

(a)

∫ +∞

1

t+ 1

(t+ 3)(t+ 1)
dt,

On a que

t + 1

(t + 3)(t+ 1)
∼+∞

t

t2
=

1

t
. Or

1

t
est le terme général d'une intégrale de Riemann

divergente. Par 
omparaison, on en déduit que

∫ +∞

1

t+ 1

(t+ 3)(t+ 1)
dt diverge.

(b)

∫ +∞

1

e−t2

√
t
dt,

D'après les 
roissan
es 
omparées, on a lim
t→∞

t2e−t2

√
t

= 0. On a don
 pour t su�samment

grand que

t2e−t2

√
t

≤ 1 ⇔ e−t2

√
t

≤ 1

t2
. Or

1

t2
est le terme général d'une intégrale de Riemann


onvergente. Par 
omparaison, on en déduit que

∫ +∞

1

e−t2

√
t
dt 
onverge.

(
)

∫ +∞

1

√
t sin

(

1

t2

)

dt.

D'après le 
ours, on a sin

(

1

t2

)

∼+∞

1

t2
, d'où

√
t sin

(

1

t2

)

∼+∞

1

t3/2
. Or

1

t3/2
est le terme géné-

ral d'une intégrale de Riemann 
onvergente. Par 
omparaison, on en déduit que

∫ +∞

1

√
t sin

(

1

t2

)

dt


onverge

4. (a) Soit X > 1. Montrez que :

∫ X

1

ln(t)

t2
dt =

[

− ln(t)

t

]X

1

+

∫ X

1

1

t2
dt.

Il su�t de faire une intégration par partie.

(b) En déduire la nature

⋆
de

∫ +∞

1

ln(t)

t2
dt.

En passant à la limite dans l'égalité pré
édente, on en déduit que

∫ +∞

1

ln(t)

t2
dt 
onverge.

⋆
dire si l'intégrale 
onverge ou diverge.
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