
Semestre 2 - Mathématiques - DS 1

Mathématiques - Devoir Surveillé 1 - Corretion

Vendredi 15 février 2018 - Durée : 1h30

Tous douments et appareils életroniques sont interdits

Toute réponse doit être rigoureusement justi�ée et une attention partiulière sera portée à la rédation et à la

présentation.

Exerie 1 On onsidère la fontion

f : ]2,+∞[ → R

x 7→ x+ 1

x− 2

1. Montrer que f est une bijetion de E1 sur F1, ave E1 et F1 deux ensembles à déterminer.

On étudie les variations de f :

f ′(x) =
(x− 2)− (x+ 1)

(x− 2)2
=

−3

(x− 2)2

La dérivée est négative sur l'ensemble de dé�nition.

Par ailleurs, lim
x→2+

f(x) = +∞ et lim
x→+∞

f(x) = 1 don :

x

f ′(x)

f(x)

2 +∞

−

+∞

11

Don f est bijetive de E1 =]2,+∞[ dans F1 =]1,+∞[.

2. Soit

f−1 : E2 → F2

(a) Expliquer pourquoi f admet une appliation réiproque f−1
.

La fontion f est bijetive, de E1 dans F1. Alle admet don une réiproque.

(b) Déterminer les ensembles de départ E2 et d'arrivée et F2 de f−1
.

La réiproque de f est dé�nie sur l'ensemble image de f don E2 = F1 =]1,+∞[ et son

ensemble image est l'ensemble de dé�nition de f don F2 = E1 =]2,+∞[.

() Déterminer l'appliation réiproque de f .
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On résout, en fontion de y ∈]1,+∞[ :

f(x) = y ⇔ x+ 1

x− 2
= y

⇔ x+ 1 = y(x− 2)

⇔ x+ 1 = yx− 2y

⇔ x− yx = −2y − 1

⇔ x(1− y) = −2y − 1

⇔ x =
−2y − 1

1− y

Don la réiproque de f est : f−1(x) =
−2x− 1

1− x
=

2x+ 1

x− 1
.

3. Déterminer g tel que g ◦ f(x) = ln(x).
On sait que f−1 ◦ f(x) = x don ln ◦f−1 ◦ f(x) = ln(x).

La fontion g(x) = ln (f−1(x)) = ln

(

2x+ 1

x− 1

)

répond don à la question.

Exerie 2

1. Représenter les fontions suivantes :

(a) f1(t) = 2U(t+ 1)− U(t)− U(t+ 2) = −U(t + 2) + 2U(t + 1)− U(t)

1

2

3

−1

1 2 3 4−1−2−3−4

(b) f2(t) = U(−1 − t) + U(t+ 1).
La fontion t 7→ U(−1 − t) vaut 1 si et seulement si −1 − t ≥ 0 ⇔ t ≤ −1. Don son graphe

est

1

2

3

−1

1 2 3 4−1−2−3−4

Don le graphe de la fontion f2 est
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1

2

3

−1

1 2 3 4−1−2−3−4

bc

b

() f3(t) = tU(t)− (t− 1)U(t− 1) + (t− 2)U(t− 2)− (t− 3)U(t− 3)

1

2

3

−1

1 2 3 4−1−2−3−4

2. Déterminer l'ériture de la fontion suivante à l'aide de fontions éhelons :

1

2

3

−1

1 2 3 4−1−2−3−4

Par leture graphique on obtient :

f(t) =















0 si t < −1
2 si t ∈ [−1; 1[

−3t+ 5 si t ∈ [1; 2[
−1 si t ≥ 2

Don

f(t) = 2U(t + 1) + (−3t+ 3)U(t− 1) + (3t− 6)U(t− 2)

Exerie 3 Les questions suivantes sont indépendants :
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1. La matrie A =

(

1 2
−3 −3

)

et la matrie B =

(

−1 2
1 −1

)

sont-elles l'inverse l'une de l'autre ?

Calulons le produit de A par B :

A×B =

(

1 2
−3 −3

)

×
(

−1 2
1 −1

)

=

(

1 0
0 −3

)

Le produit n'est pas égal à l'identité. Don les matries ne sont pas l'inverse l'une de l'autre.

2. Soit la matrie C =

(

2 0 −3
−3 4 5

)

. Existe-t-il une matrie D telle que C ×D et C +D existent ?

Pour que la somme C+D existe il faut queD ait les mêmes dimensions que C don :D ∈ M2,3(R).
Or, on ne peut pas multiplier une matrie de taille 2× 3 par une autre matrie de taille 2x3.
Don, non une telle matrie n'existe pas.

3. Soit la matrie E =





0 1 1
2 0 5
1 2 4





(a) Déterminer a, b et c pour que F =





a −2 5
−3 b 2
4 c −2





soit l'inverse de E.

Il faut que les produits E × F et F × E soient égaux à l'identité.

Le oe�ient ligne 2, olonne 1 de E × F vaut : 2a+ 20. Or il doit être nul. Don a = −10.
Le oe�ient ligne 2, olonne 1 de F ×E vaut : 2b+ 2. Or il doit être nul. Don b = −1.
Le oe�ient ligne 3, olonne 1 de F ×E vaut : 2c− 2. Or il doit être nul. Don c = 1.
La matrie inverse de E est don :

F =





−10 −2 5
−3 −1 2
4 1 −2





(b) En déduire les solutions du système :







y +z = 1
2x +5z = 1

x +2y +4z = 6

Le système linéaire peut s'érire sous forme matriiel : E ×





x

y

z



 =





1
1
6





.

Pour le résoudre il su�t don de aluler





x

y

z



 = E−1 ×





1
1
6



 = F ×





1
1
6



 =





−10 −2 5
−3 −1 2
4 1 −2



×





1
1
6



 =





18
8
−7





La solution du système est (18, 8,−7).

Exerie 4

1. Soit f et g les fontions représentées sur le graphique i-dessous.
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2

4

6

−2

2 4 6 8−2

g

f

Caluler f ◦ g(1), f ◦ g(2) et f ◦ g(3). Ces résultats étaient-ils prévisibles ?
Graphiquement on peut lire g(1) = −1. Don f ◦ g(1) = f(−1) = 1.
De même : g(2) = 0 don f ◦ g(2) = f(0) = 2 ; et g(3) = 3 don f ◦ g(3) = f(3) = 3 ;

On remarque que pour es 3 valeurs on a f ◦ g(x) = x. Cei était prévisible ar on observe

que les ourbes de f et g sont la symétrie l'une de l'autre par rapport à la droite d'équation

y = x ; on a don f−1 = g et don, pour tout x ∈ Dg : f ◦ g(x) = x .

2. On onsidère les fontions

f(t) = t2 − 2t + 1 ; g(t) =
√
t+ 1 ; h(t) = ln(t)

(a) Soit t > 0. Que vaut f ◦ g(t) ? On a

f ◦g(t) = (g(t))2−2g(t)+1 = (
√
t+1)2−2(

√
t+1)+1 = (

√
t)2+2

√
t+1−2

√
t−2+1 = (

√
t)2

Or t > 0, don f ◦ g(t) = t.

(b) Soit t > 0. Que vaut g ◦ f ◦ h(t) ?
On déduit de la question préédent que g est la réiproque de f . Don g ◦ f(t) = t.

Don, pour tout t > 0 on a

g ◦ f ◦ h(t) = h(t) = ln(t)

Exerie 5 Caluler :

1. arccos
(

cos
(π

3

))

.

arccos
(

cos
(π

3

))

=
π

3
ar

π

3
∈ [0; π]

2. arcsin

(

sin

(

2π

3

))

. On a

sin

(

2π

3

)

= sin

(

π − 2π

3

)

= sin
(π

3

)

Or

π

3
∈
[

−π

2
;
π

2

]

, don :

arcsin

(

sin

(

2π

3

))

=
π

3
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3. arcsin

(

cos

(

2π

3

))

. On a

cos

(

2π

3

)

= sin

(

2π

3
+

π

2

)

= sin

(

7π

6

)

= sin

(

π − 7π

6

)

= sin
(

−π

6

)

Don

arcsin

(

cos

(

2π

3

))

= −π

6

4. arccos

(

sin

(

9π

5

))

. On a

sin

(

9π

5

)

= cos

(

9π

5
− π

2

)

= cos

(

13π

10

)

= cos

(

2π − 7π

10

)

= cos

(

−7π

10

)

= cos

(

7π

10

)

Don

arccos

(

sin

(

9π

5

))

=
7π

10

5. arctan

(

tan

(

28π

3

))

. On a

tan

(

28π

3

)

= tan

(

27π

3
+

π

3

)

= tan
(

9π +
π

3

)

= tan
(π

3

)

ar tan est πpériodique

Don

arctan

(

tan

(

28π

3

))

=
π

3

6. tan
(

arctan
(√

3
))

. On a

tan
(

arctan
(√

3
))

=
√
3

ar arctan(tan(x)) = x pour tout x ∈ R.
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