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Tous documents et appareils électroniques sont interdits
Toute réponse doit étre rigoureusement justifiée et une attention particuliére sera portée a la rédaction et a la

présentation.

Exercice 1
Soit n € N. On considére la propriété P,

- 3t —1
Py ="
2 ;
k=0
1. Les propriétés P, et P3 sont elles vraies?
Pour n =2 on a )
3t —1 26
» =343+ =13 et @ —— = =13
— 2 2
Donc P, est vraie.

Pour n =3 on a
3

P -1 81-1
D 3 =30431 43437 =40 et =5 =40
k=0
Donc Ps5 est vraie.
2. Montrer, par récurrence, que P, est vraie pour tout entier naturel n.
Initialisation : Pour n =0 on a
0
30+1 -1 2
3" =3"=1 t e =5=1
)3 e =5
k=0
Donc Fy est vraie.
Hérédité :
Supposons que P, soit vraie pour un certain n et montrons que P41 : ) 3k = — est vraie .
On utilise la propriété P, pour passer de la ligne (1) a la ligne (2) :
n+1 n
D3t = ) skt (1)
k=0 k=0
3n+1 -1
— T + 3n+l (2)
B 3ntl — 142 x 3ntt (3)
B 2
3x3ntl -1
— - - 4
5 (@)
3n+2 -1
— i 5
5 )
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Exercice 2 Les questions suivantes sont indépendantes

1. Vrai ou Faux : Pour tout nombre complexe Z, module de Z est toujours supérieur ou égal a la partie
réelle de Z.
Vrai. En effet, quelque soit a et b réels
a?+ b >a?
Donc
Va2 + b > va?
Et donc module de a + ib est toujours supérieur ou égal a |a| et donc a a.

2. Donner un exemple de nombre complexe Z qui vérifie simultanément les 4 propriétés suivantes :

1Z| <2, Re(Z)>1, Im(Z) <1, arg(z)e[_f;o}

2
3 1 . 3 1
Posons Z = 5~ 5t On a bien Re(Z) =5 > 1let Im(z) = —5 < 1.
1
De plus, |Z] =4/2 + 1= V10/2 < 2 et arg(Z) € [~Z;0] car Re(Z) > 0 et Im(Z) < 0.

Donc Z = 3~ 51 répond bien a la question.

3. Linéariser l'expression f(z) = sin(4x) cos(3z).
On utilise les formules d'Euler :

sin(4x) cos(3x) = X

4. Déterminer pour chaque Z sa partie réelle, sa partie imaginaire, son module et un argument :

in Tim _in Sin
(a) Z1:<612—612><6 12 +612>

On a
1T 7T 1T 5im Tim 1T Tim  5im
Zi=eiz Xe 12 4el2 Xel2 —el2 Xe 12 —elzelz
Donc _ .
Zi=1l+4+e 2 —e 2 —em=1—(-1)=2
Et donc
Re(Zy) =2 Im(Zy) =0 |Z1| =2 arg(Z1) =0
1—12
b) Zy =
(b) 2> =1 +i
On a
1—i (1—=4)(1—19) 1—-2i—1 —24 .
= fry fry — = —
T4+ (+i)(1—q) 1— 42 2
Et donc
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() Zs = (L+iv3)"
On a [1+4v3| = 2 et arg(l +4v3) = Z donc 1+ iv/3 = 2¢'5. Donc

Z3 — (1 +Z\/§)11 — (262%)11 _ 21162'1lT7r

Donc 1
25| = 21 = 2048 arg(Zs) = Tﬁ - —g
De plus
1 3
7, =211 <cos (—%) +isin (—%)) — 2048 <§ _ z%)
Et done

Re(Zs) = 1024 Im(Zs) = —1024V/3

Exercice 3 On considére ’équation
P+ 24+3i2+2—-2=0

1. Le nombre complexe z = 1 + 2¢ est il solution ?
On remplace z par 1+ 27 :

Pz +3iz+2—-2 = (14+20)*+14+20+3i(1+2i) +2i — 2
14+4i—4+14+2+3i—6+2i—2
= —10+ 113

£ 0

Donc 1 + 27 n’est pas solution.

2. Résolvez I’équation.
On calcule le discriminant :

A=(1+3)*—42i—2)=14+6i—9—8 +8=—2
A est complexe ; on cherche donc sa racine carrée complexe : § = o + i3 telle que
(a+iB)? = —2i & o® + 2iaf — B> = —2i

On identifie les parties réelle et imaginaire et le module :

a?—p2=0
200 = -2
On résout le systéme en faisant des combinaisons des lignes 1 et 3 :
202 =2 a=1ou —1
af=-1 &< af=-1
232 =2 f=1ou —1

Le produit af est négatif donc a et 8 sont de signes contraires; donc 6 =1 —¢ ou —1 + 4.
Donc, les solutions de I’équations sont
(43— (1—d)  —2-2

= — = _—1—3
21 9 B 7

et
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Exercice 4 Les questions 1,2 et 3 sont indépendantes
1. Donner (en justifiant!) la période des fonctions suivantes :
(a) fi(z) = —3cos(12x + 7) + 5.
La pulsation de f; est 12. Donc la période de f; est T' = %) = %
(b) fo(z) = sin(4x) cos(3x)

1 1
On sait que la forme linéarisée de la fonction fy est fo(x) = 3 sin(7x) + 5 sin(z).

27
f2 est donc la somme d’une fonction 7—périodique et d’une fonction 27-périodique.
2
La période de fy est T = ppecm (7, 2%) = 2m.

2. Montrer que la fonction f3(t) = (cos(2t))” est Z-périodique.

On a
T T 2
Bltrg) = (= (2(t-3)))
= (cos (2t —m))?
= (—cos(2t))?
= (cos (2t))?
= f3(t)
3. Donner (en justifiant) la parité des fonctions suivantes :
3 — 3x
(a) fa(z) = 21
On a
(=) = 3(—=)
(—z)2+1
—1® + 3z
2?2 +1
— (2% — 3x)
2241
= —fulz)

fa(=z) =

Donc f; est impaire.
(b) f5(z) = sin(4x) cos(3x)

fs(—x) = sin(—4x) cos(—3x)
= —sin(4x) cos(3z)
= —fs5(x)
Donc f5 est impaire.
(c) fo est la fonction dont le graphe est
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La courbe représentative de fg n’est ni symétrique par rapport a ’origine ni symétrique par rapport
a I’axe des ordonnées. Donc la fonction n’est ni paire ni impaire.

Exercice 5 Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1. Soient la fonction périodique f dont la courbe représentative est :

Cy

\]

-2 -1 1 2 3 4
Tracer sur votre copie, le plus précisément possible, les courbes représentatives des fonctions g, h et
k-

() g(t) =[f(t—3) — 3
Le graphe de g est

\]

(b) A(t) = —f(2t)
Le graphe de h est

\]

(c) k() = f (5 +3)
Le graphe de £ est

\]




™ UNIVERSITE
>\ PARIS
Sw

TpRCACHAR Semestre 1 - Mathématiques - DS 2 9@

2. Sur le graphique ci-dessous nous avons tyracer la courbe de la fonction f(t) = Asin(wt + ) 4+ C.

3

-5m/2 -2n -3n/2 -1t -1/2 / /2 n 3n/2

(a) Donner les noms utilisés en génie électrique pour les 4 constantes : A, w, ¢ et C.
A est 'amplitude de f, w sa pulsation, ¢ le déphasage par rapport au sinus et C' 'offset.

(b) Déterminer, en justifiant la démarche, les valeurs de A, w, ¢ et C.
L’amplitude créte a créte est 4, donc A = 2.
La valeur moyenne vaut 1 donc C' = 1.

La période de f est 47 donc w =

DN

s

2

£(t) = 2sin (%t - %) +1

(c) Vérifier votre résultat en calculant f (%) et f (37”) avec la fonction que vous avez obtenue a la
question 2.
On utlise ’expression obetnue ci-dessus :

La courbe admet le point d’abscisse Z comme centre de symétrie donc At = —7.

Donc ¢ = wAt = —2 et

1
f(g):2sin(§><g—g)+1:2sm(0)+1:1

3 1 3
f(;):2sin(§x7ﬂ—%)+1:2Sin(g>+1:3

Ce qui est cohérent avec la courbe de f.

Et




